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第2回 事前分布の選択と更新 

 今回の内容はベイズ統計の基礎知識に関すること 

 再び「ベイズの定理」 

 原因の確率 

 主観確率の役割 

 確率の更新(ベイズ更新) 

 多数の原因 

 事後分布 

 事前分布 
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ベイズの定理 
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 話を簡単にするため、最初は「確率」を使って話を進める 

 最初にベイズの定理について、もう一度考えてみる 

 

 

 

 事象A：初期不良の原因 

 事象B:スマートフォンの初期不良の発生 

 ここでは初期不良(B)の原因(A)は3つ(液晶画面、通信機
能、充電池)しかないものとする 

 

PA|B  PB|APA
PB



原因の確率 

 3つの不具合AはBの分割事象と考えることができる 

 

 

 よって、スマホの初期不良が発生したとき、原因がAiである
確率は次のように表現できる 

 

 

 一般的に書くと、原因の確率(ベイズの定理)は 
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主観確率 

 2つの箱の中に4つのボールが入っているものとする 

 

 

 

 

 

 事象A:1番または2番の箱の一方を選ぶ 

 事象B:白いボールを引く 
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主観確率 

 次のような設定を考える 

 

 

 

 目的:白いボールを引いた時(B)、選択した箱(A)が1番である
確率と2番である確率を求める 

 最初にどちらの箱を選ぶのか、まったく予想はできないので
P(A)の事前確率は0.5とする 
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PAi|B  PA iPB|A i

 PA iPB|A i

PA1   PA2   0. 5



条件付き確率 

 それぞれの箱で白を引く確率は 

 

 

 

 

 

 したがって、 
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PB|A1   3/4, PB|A2   2/4

PA1 |B  PA1PB|A1

PA1PB|A1PA2PB|A2
 0. 6

PA2 |B  PA2PB|A2

PA1PB|A1PA2PB|A2
 0. 4



事後確率 

 ベイズの定理による計算の結果、箱の選択確率が変化した 

 

 

 

 

 箱にボールを戻し、再度、選択を行ったら、やはり白いボー
ルだった。それぞれの箱を選択する確率はどのように変化す
るか? 
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PA1   0. 5  0. 6

PA2   0. 5  0. 4

  #   

  #   

1回目の試行によ
り求めた事後確率 

試行前の
事前確率 



事後確率 
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 1回目の結果(情報:データ)を使って、再び選択確率を計算す
る 

 

 

 

 

 

 

 

PA1 |B 
PA1   PB|A1 

PA1   PB|A1   PA2   PB|A2 


0. 6  3/4

0. 6  3/4  0. 4  2/4
 0. 69

  #   

  #   

PA2 |B 
PA2   PB|A2 

PA1   PB|A1   PA2   PB|A2 


0. 4  2/4

0. 6  3/4  0. 4  2/4
 0. 31

  #   

  #   



確率の変化 

 2回の試行の結果、事前確率は次のように変化した 
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PA1   0. 5  0. 6  0. 69

PA2   0. 5  0. 4  0. 31

  #   

  #   



練習 

 ベイズの定理の考え方を整理するために次の問題を解いて
みよう 

 3つの箱があって、黒と白のカードがそれぞれ異なる割合で
入っている 

 箱1(黒5枚、白2枚) 

 箱2(黒1枚、白1枚) 

 箱3(黒2枚、白3枚) 

 カードの1枚引いたとき、黒だった。どの箱を選択した可能性
が高いか?ベイズの定理を使って箱ごとの事後確率P(Ai|B)

を求めてみよう 
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練習 

 事象A：箱の選択 

 事象B:黒いカードを引く事 

 3つの箱からどれを選択するか、特別な理由はないものとし
て 

 

 

 各箱で黒いカードを選択する確率は 
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PA1   PA2   PA3   1

3

PB|A1   5/7, PB|A2   1/2, PB|A3   2/5



練習 

 1枚引いたカードが黒(B)である時、それが箱1、2、または、3

である確率は 
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PA1 |B  PA1PB|A1

PA1PB|A1PA2PB|A2PA3PB|A3
 44. 2%

PA2 |B  PA2PB|A2

PA1PB|A1PA2PB|A2PA3PB|A3
 31. 0%

PA3 |B  PA3PB|A3

PA1PB|A1PA2PB|A2PA3PB|A3
 24. 8%



練習 

 1回目に引いたカードを元に戻して、2回目のカードを引いた
所、また、黒いカードだった。事後確率を先と同じ要領で計算
すると、次のように変化することが分かる 
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箱1: 33. 3%  44. 2%  55. 5%

箱2: 33. 3%  31. 0%  27. 2%

箱3: 33. 3%  24. 8%  17. 3%

  #   

  #   

  #   



ベイズの定理 

 ここで原因Aをθ、結果BをZ、さらに事前確率P(Ai)をw(θi)、
事後確率P(Ai|B)をw’(θ|z)と表記すると、 
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PAi|B  PA iPB|A i

 PA iPB|A i

w i|z 
wipz|i

 wipz|i



ベイズの定理 

 先のカードの例で言えば、zはカードの色(z1:黒、z2:白)、θは
箱の選択 

 箱の選択確率は 

 

 尤度は 

 

 

 

 事後確率は 
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w1   w2   w3   1/3

pz1 |1   5/7, pz1 |2   1/2, pz1 |3   2/5,

pz2 |1   2/7, pz2 |2   1/2, pz2 |3   3/5

w1 |z1   44. 2%, w2 |z1   31. 0%, w3 |z1   24. 8%



ベイズの定理 

 ここでθ(箱)が連続的に選択できるとしたら、 
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w i|z 
wipz|i

 wipz|i

w|z  wpz|

 wpz|d

 w:事前分布、w’:事後分布と呼ぶ 

 θ;母集団の母数(パラメータ)、zは標本、p(z|θ)は尤度 

 尤度はf(z|θ)と表現することも多い 



ベイズの定理 

 分母はθについて積分するので、一定の数になる 

 比例の表現を利用すれば、事後分布は 
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w|z  wpz|

 wpz|d

w|z  wpz|
事後に有
する情報 

= 
事前に有
する情報 

× 
標本の
情報 

× 定数 



事前分布 

 ベイズ統計学は事前分布を選択することから始まる 

 選択した事前分布から比較的簡単に事後分布を求めること
のできる「共役事前分布」から話を始める 

 運動会における白組の勝敗について考えてみる 

 白組が勝ったらx=1(確率θ)、負けたらx=0 

 

 

 

 過去の情報を考慮しなければ、勝つ確率は1/2 

 ここでは過去のn回の結果がzとして与えられているとする 
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x 
1, 

0, 1  

z  x1 , x2, , xn 



事前分布 

 データを利用した尤度は 

 

 

 尤度の形に合わせて事前分布w(θ)を、母数(α, β)のベータ
分布Beta (α, β)とする 
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pz|  xi1  nxi

w  11  1



MEMO 

 ベータ分布の比例定数はベータ関数の逆数 
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1

B, 比例定数 

B,  
0

1
u1  u1

du



事前分布 

 上式の右辺を計算すると、 
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w|z  wpz|

wpz|  11  1  x i1  nx i

 x i11  nx i

  #   

  #   

ここで、     x i,     n  x i とすれば 

事後分布はパラメータを更新したベータ分布になる 

w  11  
1



パラメータの更新 

 第1回の資料(スライド9)の計算は次の要領で計算 

 

 

 

 

 ベータ分布の期待値は2つのパラメータで決まり、 

 

 

 よって, 感染率の期待値は 
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  2,  20, x i  0, n  20

|y  Beta2  0, 20  20  0  Beta2, 40

E  


E  2

240
 4. 8%



勝率の変化 

 運動会の例…白組の勝率を予測は毎年、どのように更新さ
れるか?同じように二項分布とベータ分布を利用する 

 第1回目 

 事前の情報は何もなかった 

 ベータ分布でα=β=1の時、一様分布になる 

 そして第1回目は白組が勝った 

 事後確率はどのように変化するか? 
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n  1, x1  1, x i  1

  1  1  2

  1  1  1  1

  #   

  #   

  #   

E  2

21
 66. 7%



勝率の変化 

 第2回目も白が勝って2戦2勝となった。これで、次に白組が
勝つ確率は、つぎのように更新される 

 

 

 

 

 第3回目も白が勝った。同じ要領で更新すると 
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E  3

31
 75. 0%

E  4

41
 80. 0%

n  1, x i  1

  2  1  3

  1  1  1  1

  #   

  #   

  #   

n  1, x i  1

  3  1  4

  1  1  1  1

  #   

  #   

  #   

ベイズ統計による来年の運動会の勝率は80%.頻度だと100% 



共役事前分布 

 特定の事前分布(共役事前分布:conjugate prior 

distribution)と尤度の組合せにより簡単に事後分布のパラメ
ータが分かる 

 

 代表的な共役事前分布 
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尤度 事前分布 事後分布

二項分布 ベータ分布 ベータ分布

正規分布 正規分布 正規分布

ポワソン分布 ガンマ分布 ガンマ分布



ポアソン分布とガンマ分布 

 尤度としてポアソン分布、事前分布としてガンマ分布を利用
する例について考える 

 ポアソン分布 

 

 

 パラメータθの下で、あるイベントがx回発生する確率を意味
する 

 パラメータθは発生回数の平均を示す。例えば、一日に発生
する交通事故の回数を標本とすれば、観察期間中の平均回
数 

 集めた情報(標本)を利用して尤度を計算する際に利用する 
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pX  x  ex

x!



尤度 

 n日に観察したデータセットをzとすると 

 

 

 ポアソン分布を用いた尤度は 

 

 

 

 θは平均発生回数を示すパラメータ 
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z  x1 , x2, , xn 

pz|  
i1

n

e xi

x i!
 enxi



ガンマ分布 

 ポアソン分布のパラメータθの分布をガンマ分布と考える 

 ガンマ分布の表現方法(パラメータの表記方法)にはいくつか
の方法がある 

 ここではベイズ定理での利用に適している次の表現方法を
利用する 

 

 

 λ:shapeパラメータ(正値)。この値が1の時, 指数分布の密度
関数となる 

 α:rateパラメータ(正値) 

 x:ゼロ以上の値をとる連続変数。ポアソン分布のxとは無関
係 
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wx  


exx1



ベイズの定理 

 ポワソン分布のパラメータがガンマ分布に従うとすれば、 

 

 

 よってベイズの定理から 
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  n  ,   x i  

w  


e1  e1

w   w  pz|

 e1  enx i

 enxi1

 e
1

  #   

  #   

  #   

  #   



練習 

 ガンマ分布の期待値と分散の公式 

 

 

 過去5年間の冬季に熊が町内で観測された回数は
(6,5,7,3,7)の28回である。 

 今年の冬季は8回観測された。ガンマ分布のパラメータはど
のように変化したか、考えてみよう。 
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練習 

 最初に期待値と分散の公式と、過去5年間の情報から 

 

 

 今シーズンの情報を反映させると 

 

 

 

 頻度で考えると、過去6年間の平均は6回ですが、新しいガン
マ分布のパラメータを利用すると、予想される回数は6.8回に
なります 
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  5. 6,  1

  8  5. 6  13. 6

  1  1  2

  #   

  #   



共役事前分布 

 尤度と共役事前分布から簡単に事後分布のパラメータを計
算できる 

 常に便利な共役事前分布がある訳ではない 

 共役事前分布が利用できない場合は、やや複雑な計算を行
う必要がある(第3回で解説) 
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事前分布の選択 

 ベイズ分析の難しさは事前分布(研究者の経験や知識に依
存)と実際に観測したデータ(尤度)のバランスを取るところに
ある 

 事前分布の影響がデータの示す情報を、掻き消してしまうほ
ど大きいような状態は避ける 

 逆に、ビッグデータと呼ばれるような情報が入手可能な状況
では、事後分布は事前分布と独立となる 

 この時、ベイズ分析の結果と、頻度による統計分析の結果
はほぼ同じものになる(Bernstein-von Misesの定理) 

 事前分布として幾つか異なるものを利用して、事後分布のパ
ラメータへ変化を考察する(感度分析) 
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第2回のまとめ 

 事前分布の役割 

 共役事前分布 

 観測したデータを使って事前分布のパラメータを更新する仕
組み 

 

 

35 



参考文献 

 松原 望 「入門 ベイズ統計」 東京図書  

36 




	Bayes202001.pdf
	Bayes202001

	20210426_Stata_技術情報の最後に入れる広告_スライド



